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Resumen
Consideramos la dina´mica disipativa de un excito´n en
un reservorio Lorentziano, relevante en la descripcio´n de
algunos complejos fotosinte´ticos. Aunque esta dina´mica se
ha descrito con frecuencia como no Markoviana, mostramos
que esta puede ser una caracterizacio´n equivocada.
Describimos un enfoque en el cual es posible decidir si la
dina´mica es o no Markoviana y lo aplicamos al reservorio
Lorentziano.
Palabras clave: Canal Lorentziano, Dina´mica no Markoviana,
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Abstract
We consider the dissipative dynamics of an exciton in a
Lorentzian reservoir, relevant in the description of some
photosynthetic complexes. Although this dynamics have
been frequently described as non-Markovian, we show that
this characterization may be misleading. We describe an
approach within which it is possible to decide if this
dynamics is or not Markovian. We apply this approach to
the Lorentzian reservoir.
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Introduccio´n
Los sistemas cua´nticos abiertos presentan feno´menos
caracter´ısticos, tales como la disipacio´n, la relajacio´n y la
descoherencia. Para incorporar el medio externo se puede recurrir
a artificios tales como la modificacio´n ad hoc de las reglas de
cuantizacio´n (duplicacio´n del nu´mero de grados de libertad y
complejizacio´n [1]), el uso de Hamiltonianos con dependencias del
tiempo particulares que simulan la interaccio´n con el ambiente
[2, 3] o de ecuaciones de Schro¨dinger no lineales [4], la formulacio´n
de ecuaciones cua´nticas de Langevin [5] o el uso de ecuaciones
fenomenolo´gicas, tales como las ecuaciones maestras con la forma
de Lindblad [6]. Los efectos delete´reos del ambiente tambie´n pueden
ser descritos mediante sistemas Hamiltonianos con coeficientes
que son variables cla´sicas aleatorias [7]. Otra manera comu´n de
incorporar efectos disipativos en meca´nica cua´ntica, supone partir
de un sistema conservativo. Se trata de hacer una descripcio´n
Hamiltoniana del sistema de intere´s y de los grados de libertad
externos, teniendo en cuenta la interaccio´n entre estos y el sistema
de intere´s, tales como en el modelo de Caldeira-Leggett [8, 9]. El
resultado final es una ecuacio´n integrodiferencial solamente para
el estado del sistema de intere´s, la cual se conoce como ecuacio´n
maestra.
Se suele decir que las ((ecuaciones maestras (generalizadas))) son
Markovianas si no involucran una integracio´n temporal expl´ıcita,
y que son no Markovianas en caso contrario. Hace unos cincuenta
an˜os se demostro´ que estas denominaciones no coinciden con las
definiciones matema´ticas [10]. En los u´ltimos an˜os, se reavivo´ el
intere´s en la discusio´n de efectos no Markovianos, debido a que
se han encontrado sistemas y procesos cua´nticos en los cuales
estos efectos son importantes (en particular en sistemas biolo´gicos).
Tradicionalmente, el te´rmino ecuaciones maestras no Markovianas
se ha reservado para ecuaciones de la forma dρˆ(t)/dt =
∫ t
0
dτK(t−
τ)ρˆ(τ), en donde ρˆ es el operador densidad del sistema descrito.
Sin embargo, estas ecuaciones pueden escribirse no solamente en
forma local en el tiempo dρˆ(t)/dt = L(t)ρˆ(t) [11, 12], sino como
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ecuaciones locales en el tiempo con forma generalizada de Lindblad
(al menos si son exactas)
dρˆ(t)
dt
= − i
~
[
Hˆ(t), ρˆ(t)
]
(1)
+
∑
i
γi(t)
(
2 Lˆi(t) ρˆ(t) Lˆ
†
i (t)− Lˆ†i (t) Lˆi(t) ρˆ(t)− ρˆ(t) Lˆ†i (t) Lˆi(t)
)
,
en donde tanto los operadores de Lindblad Lˆi(t) como las tasas
de decaimiento γi(t), dependen del tiempo [13, 14]. Una vez que
una ecuacio´n maestra haya sido escrita en la forma (1), podemos
decir que una ecuacio´n maestra es no Markoviana si las tasas de
decaimiento se tornan negativas en un intervalo de tiempo. Vale
la pena mencionar que algunos autores au´n usan la expresio´n
ecuacio´n maestra no Markoviana para referirse a ecuaciones con
tasas de disipacio´n dependientes del tiempo. Por ejemplo, la
referencia [15] usa esta expresio´n en un modelo en el que la tasa
de disipacio´n nunca se torna negativa. Es decir, el modelo de la
referencia [15] es Markoviano, con tasa de disipacio´n dependiente
del tiempo.
En modelos de fotos´ıntesis se ha dicho que la dina´mica es
Markoviana. En este trabajo vamos a examinar la dina´mica
disipativa en un modelo de ban˜o estructurado, un modelo de
juguete correspondiente a la prote´ına PE545 (ver Figura 1,
izquierda), y determinar si la dina´mica es realmente no Markoviana.
En esta prote´ına se han observado batimientos excito´nicos
coherentes [16]. Aunque los cromo´foros de esta prote´ına esta´n
relativamente alejados (∼ 20A˚) de modo que la mayor´ıa de
acoplamientos electro´nicos son pequen˜os, esta antena funciona
eficientemente debido al acoplamiento cuasi-resonante entre
excitones y vibraciones. Como estas vibraciones esta´n acopladas
a grados de libertad externos, en los estudios espectrosco´picos
aparecen como Lorentzianas ensanchadas (ver Figura 1, derecha).
De hecho, efectivamente, estas vibraciones constituyen grados de
libertad que interaccionan con los excitones. As´ı, el reservorio
efectivo es estructurado. El modelo completo fue estudiado en la
referencia [17]. En este trabajo consideramos un modelo de juguete
¿La dina´mica de canales disipativos Lorentzianos es no Markoviana? 45
que contiene un u´nico excito´n acoplado resonantemente a un u´nico
canal Lorentziano e investigamos si la dina´mica subyacente es
Markoviana.
Figura 1. Izquierda: la estructura cristalina de la ficoeritrina PE545
[18]. Medio: Diagrama de niveles de un excito´n. Derecha: Espectros de
fotoluminiscencia de la PE545: excitacio´n (negro) y emisio´n (rojo) (Wikimedia
Commons).
Canal de ruido Lorentziano
Consideremos un sistema de dos niveles, |G〉 y |X〉 (cuyo diagrama
de niveles aparece en la Figura 1, medio), que interacciona con un
conjunto de osciladores a trave´s de un hamiltoniano bilineal. El
Hamiltoniano del sistema ma´s su ambiente es, entonces,
H =~ω |X〉 〈X|+
∑
n
~ωna†nan (2)
+ ~
∑
n
(
gna
†
n |G〉 〈X|+ g∗nan |X〉 〈G|
)
,
en donde ~ω es la diferencia de energ´ıa entre los dos estados
del sistema, ωn es la frecuencia del n-e´simo grado de libertad
del ambiente, an (a
†
n) es el operador de destruccio´n (creacio´n)
correspondiente al mismo grado de libertad y gn es la constante
de acoplamiento de tal grado de libertad con el sistema de dos
niveles. Adicionalmente, vamos a suponer que el estado inicial del
sistema y su ambiente es factorizado, es decir, es de la forma
|Ψ(t = 0)〉 = (α |G〉 + β |X〉) ⊗ |0〉. Aqu´ı t = 0 es un tiempo
que se escoge como el tiempo inicial, α y β son constantes, y
|0〉 es una abreviacio´n del estado ∏n |0〉n. Veamos que el estado
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|G,0〉 es autoestado del hamiltoniano H, con autovalor 0. Por
otro lado, el hamiltoniano H conserva el nu´mero de excitaciones
N = |X〉 〈X| + ∑n a†nan. As´ı, en cualquier instante posterior de
tiempo, el estado del sistema y de su ambiente es
|Ψ(t)〉 = α |G,0〉+ β
(
c0(t) |X,0〉+
∑
n
cn(t) |G, 1n〉
)
, (3)
en donde los coeficientes dependientes del tiempo c0(t) y cn(t)
satisfacen las condiciones iniciales c0(0) = 1 y cn(0) = 0. La
notacio´n |1n〉 es una abreviacio´n para el estado
∏
m 6=n |0〉m ⊗ |1〉n.
Empleando la ecuacio´n de Schro¨dinger encontramos que los
coeficientes c satisfacen el sistema de ecuaciones
c˙0(t) = −iωc0(t)− i
∑
n
g∗ncn(t), (4)
c˙n(t) = −iωncn(t)− ignc0(t). (5)
Empleando la transformada de Laplace obtenemos un sistema
algebraico de ecuaciones, del cual podemos despejar la
transformada de cada cn(t). Despue´s de usar estas expresiones en
la ecuacio´n de la transformada de c0(t), y tomando la transformada
inversa de Laplace encontramos que c0(t) satisface la ecuacio´n
integrodiferencial
c˙0(t) + iωc0(t) +
∫ t
0
dτ
∑
n
|gn|2e−iωn(t−τ)c0(τ) = 0. (6)
Vamos a considerar un caso en el cual el ambiente es estructurado,
del tipo usado en la descripcio´n del ambiente asociado a las
vibraciones de la prote´ına PE545, involucrada en la recoleccio´n de
luz en algas [17]. En este caso, el nu´cleo de la ecuacio´n (6) queda
K(t, τ) =
∑
n
|gn|2e−iωn(t−τ) =
∫ ∞
−∞
dω
γ0
2pi
λ2
λ2 + (ω − ω0)2 e
−iω(t−τ),
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Figura 2. Cuadrado de la magnitud del coeficiente c(t) (izquierda) y tasa de
disipacio´n γ(t) (derecha) empleando γ0 = λ (l´ınea roja, so´lida), γ0 = 2λ (l´ınea
azul a trazos) y γ0 = λ (l´ınea punteada negra).
en donde λ y γ0 son medidas del ancho y de la altura de la
Lorentziana. Resolviendo la ecuacio´n integrodiferencial obtenemos
c0(t) =
√
2γ0
2γ0 − λe
−λt
2
−iω0t sin
(√
λ(2γ0 − λ)
2
t+ φ0
)
, (7)
en donde hemos supuesto que 2γ0 > λ. Aqu´ı, tan(φ0) =
√
2γ0−λ
λ
.
A partir del estado total del sistema y el ambiente (3) podemos
encontrar el operador densidad reducido para el sistema
ρ(t) =
(
1− |β|2|c0(t)|2
) |G〉 〈G|+ αβ∗c∗0(t) |G〉 〈X|
+ α∗βc0(t) |X〉 〈G|+ |β|2|c0(t)|2 |X〉 〈X| . (8)
Derivando el operador densidad con respecto al tiempo,
encontramos la ecuacio´n de movimiento para ρ
ρ˙(t) = − i
~
[~ωσ†σ, ρ] + γ(t)
(
2σρσ† − σ†σρ− ρσ†σ) . (9)
en donde σ = |G〉 〈X| y γ(t) = −1
2
d
dt
ln |c0(t)|2. Como |c0(t)|2 oscila
(ver Figura 2), γ(t) adquiere valores negativos y es, por lo tanto, no
Markoviana. Aunque esta ecuacio´n se dedujo para estados iniciales
puros, debido a su forma lineal tambie´n es va´lida para estados
iniciales arbitrarios, puros o mezclados.
Conclusiones
Estudiamos la dina´mica disipativa de un excito´n en un reservorio
Lorentziano y encontramos que esta´ descrita por la ecuacio´n
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maestra de Lindblad generalizada (9). Demostramos que canales
Lorentzianos resonantes con espectros relativamente angostos
(caracterizados por valores de γ0 mayores que λ) corresponden a
dina´micas no Markovianas, cuyas tasas de disipacio´n se vuelven
negativas (ver Figura 2).
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